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SUR LES VARIE´TE´S CR DE DIMENSION 3 ET LES
TWISTEURS
OLIVIER BIQUARD
Abstract. We prove that any real analytic strictly pseudoconvex CR
3-manifold is the boundary (at infinity) of a unique selfdual Einstein
metric defined in a neighborhood. The proof uses a new construction of
twistor space based on singular rational curves.
Introduction
Dans l’article fondateur [LeB82], LeBrun montre qu’une varie´te´ conforme
X3, analytique re´elle, est l’infini conforme d’une me´trique d’Einstein auto-
duale, unique dans un voisinage de X. Ici, infini conforme signifie que la
me´trique d’Einstein admet un poˆle d’ordre deux au bord, mais sa structure
conforme s’e´tend au bord X pour induire la structure conforme initiale.
Une question similaire peut eˆtre pose´e en partant d’une varie´te´ CR stricte-
ment pseudoconvexe X3. Le but de cet article est d’y re´pondre positivement.
L’exemple standard de la the´orie est l’espace hyperbolique complexe, dont
un mode`le est la me´trique de Bergmann sur la boule de R4,
(1) gB =
1
1− r2
4∑
1
dx2i +
r2
(1− r2)2 (dr
2 + r2η2)
ou` η est la 1-forme sur la sphe`re S3 obtenue comme forme de connexion du
fibre´ de Hopf S3 → S2.
Plus ge´ne´ralement, siX3 est munie d’une distribution de contactH, noyau
de la forme de contact ker η, et d’une structure CR J sur H, de sorte que
(2) γ(x, y) = dη(x, Jy)
soit une me´trique sur H, on dira que X est l’infini conforme d’une varie´te´
riemannienne (M4, g) si X = ∂M , et, en choisissant une fonction x sur M
s’annulant exactement sur X a` l’ordre un, on a le comportement asympto-
tique suivant de g pre`s du bord X:
(3) g ∼ dx
2 + η2
x2
+
γ
x
.
Cette condition impose que le tenseur de courbure de g soit asymptotique
a` celui de la me´trique de Bergmann, voir [Biq00]. Un changement conforme
(η, γ) → (fη, fγ) par une fonction f > 0 ne modifie pas ce comportement
asymptotique, puisqu’on retrouve (3) en faisant x→ xf .
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Les exemples explicites de me´triques d’Einstein autoduales avec une var-
ie´te´ CR comme infini conforme sont les me´triques SU2-invariantes sur la
boule [Hit95], et des me´triques toriques [CS04].
D’un autre coˆte´ existe une construction plus abstraite : une structure CR
sur la sphe`re S3, proche de la structure standard, est l’infini conforme d’une
unique me´trique d’Einstein sur la boule, comple`te, petite de´formation de la
me´trique de Bergmann [Biq00]. Parmi ces structures CR, celles dont le rem-
plissage d’Einstein est autodual forment une famille de dimension infinie,
dont l’espace tangent en la structure standard est le noyau de l’ope´rateur
diffe´rentiel (∂¯♯∂¯)∗ agissant sur l’espace des sections du fibre´ Ω0,1 ⊗ T 1,0,
espace vu comme l’espace tangent a` toutes les structures CR (cette condi-
tion, de´montre´e dans [Biq05], est reformule´e ainsi dans l’article de synthe`se
[Biq06]). Comme cette condition infinite´simale est de nature locale, cela con-
duit naturellement a` la question suivante : le proble`me, pour une structure
CR, d’eˆtre l’infini conforme d’une me´trique d’Einstein autoduale, admet-il
une obstruction de nature locale ? ou, au contraire, la condition infinite´si-
male indique´e plus haut est-elle bien une obstruction globale au remplissage
par une me´trique comple`te sur la boule ?
Dans le cas re´el, le the´ore`me de LeBrun e´voque´e plus haut montre qu’il
n’y a pas d’obstruction locale, et la condition pour remplir une me´trique
conforme sur la sphe`re par une me´trique d’Einstein autoduale comple`te sur
la boule, trouve´e dans [Biq02], est en effet de nature globale (phe´nome`ne de
® fre´quences positives ¯ pre´dit par LeBrun)—meˆme la condition infinite´si-
male est globale.
Le re´sultat suivant indique qu’il en est de meˆme dans le cas complexe, en
montrant l’absence d’obstruction locale.
The´ore`me 1. Soit X une varie´te´ CR strictement pseudoconvexe de di-
mension 3, analytique re´elle. Alors X est l’infini conforme d’une me´trique
d’Einstein autoduale g de´finie dans un petit voisinage de X (g est analytique
re´elle et a le comportement (3) pre`s de X). Le germe de g le long de X est
unique.
En particulier, le de´veloppement asymptotique d’une me´trique d’Einstein
autoduale pre`s de son infini conforme est comple`tement de´termine´, et la
me´trique est analytique re´elle. Cela contraste fortement avec le proble`me
similaire pour une me´trique Ka¨hler-Einstein d’infini conforme une structure
CR : dans le de´veloppement formel apparaissent des termes inde´termine´s et
des termes logarithmiques [Fef76, LM82].
Remarquons que la formule (1) pour la me´trique de Bergmann garde
un sens pour r > 1, et de´finit une me´trique Ka¨hler-Einstein autoduale, de
signature (2,2), sur le fibre´ en disques holomorphes O(1) au-dessus de la
droite projective P 1. La me´trique g construite dans le the´ore`me pre´ce´dent
est analytique re´elle, et en la prolongeant de l’autre coˆte´ de X, on obtient
le re´sultat suivant.
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Corollaire 2. Sous les meˆmes hypothe`ses, la varie´te´ X est l’infini conforme
d’une me´trique d’Einstein autoduale de signature (2,2), unique, de´finie dans
un petit voisinage de X, de comportement asymptotique donne´ par la formule
(3) avec x < 0.
La transformation twistorielle de Penrose (voir [AHS78]) est un outil puis-
sant dans la construction de me´triques autoduales d’Einstein. Ces deux re´-
sultats sont de´montre´s a` l’aide d’une nouvelle construction twistorielle, ou`
le bord est re´alise´ comme ensemble de courbes rationnelles ayant un point
double.
De´crivons le plan de l’article. On commence par de´crire dans la section 1
l’espace des twisteurs de l’espace hyperbolique complexe, motivant la con-
struction twistorielle proprement dite dans les sections 2 et 3. Celle-ci con-
siste a` relever, dans la complexification de X, les feuilletages en courbes
holomorphes induits par les fibre´s T 1,0 et T 0,1 de la structure CR, a` un fibre´
de formes diffe´rentielles, puis a` recoller les deux espaces de feuilles. La con-
struction rappelle celle des twisteurs du cotangent d’une varie´te´ ka¨hle´rienne
par Feix [Fei01], dans laquelle sont recolle´s des espaces de fonctions affines
sur les sous-varie´te´s inte´grales des distributions T 1,0 et T 0,1 dans la com-
plexification de la varie´te´. On re´alise alors la varie´te´ initiale comme espace
de courbes rationnelles dans l’espace des twisteurs, mais ici s’ajoute une dif-
ficulte´ technique : ces courbes sont singulie`res. Apre`s lissification (section
4), on accomplit dans les sections 5 et 6 la transforme´e twistorielle inverse
pour de´terminer le comportement de la me´trique ainsi construite.
Remerciements. Je remercie Olivier Debarre pour m’avoir longuement ex-
plique´ le proble`me de lissification des courbes rationnelles singulie`res.
1. L’espace des twisteurs de l’espace hyperbolique complexe
On conside`re l’espace C1,2. Dans des coordonne´es complexes (z1, z2, z3),
on a donc une forme hermitienne |z1|2−|z2|2−|z3|2. On notera F l’espace des
drapeaux de C3, consistant d’une droite D et d’un plan P ⊃ D. L’espace F
dispose de deux projections sur P 2
C
, donne´es respectivement par (D,P )→ D
et (D,P )→ P . En chaque point, la somme des espaces tangents a` chacune
des fibres des projections est un sous-fibre´ holomorphe du fibre´ tangent de
codimension un—en fait une structure de contact holomorphe.
L’espace hyperbolique complexe H2
C
se de´crit comme l’espace des droites
positives de C1,2. Son espace des twisteurs, N , est le domaine de F de´crit
par
N = {(D,P ) ∈ F ,D < 0, P de signature (1, 1)}.
La projection twistorielle π : N → H2
C
est
π(D,P ) = D⊥ ∩ P,
sa structure re´elle
τ(D,P ) = (P⊥,D⊥),
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sa structure de contact holomorphe est la restriction a` N de celle de F ,
elle est en chaque point transverse a` la fibre de π.
Le bord de H2
C
, la sphe`re S3, s’identifie a` l’espace des droites isotropes
de C1,2. La projection twistorielle s’e´tend au-dessus du bord, et l’espace des
twisteurs T = N |S3 au-dessus de S3 a deux composantes T±, et s’e´crit
(4) T = T+ ∪S3 T−.
En effet, ces deux composantes sont de´crites par:
– T+ est l’espace des (D,P ) tels que D est isotrope et P ⊃ D ; sur cette
composante π(D,P ) = D;
– T− est l’espace des (D,P ) tels que P soit isotrope et D ⊂ P ; sur cette
composante π(D,P ) = P⊥.
Les deux composantes s’intersectent en les couples (D,P ), ou` D et P sont
isotropes, avec D = P⊥ = π(D,P ) ; cette intersection est donc e´gale a` S3.
La structure re´elle τ e´change T+ et T− en fixant S
3.
Enfin, explicitons comple`tement la famille de courbes rationnelles de F
dans laquelle se trouvent les fibres de la projection twistorielle π. Cette
famille est de dimension 4, et est parame´tre´e par un couple (d, p) d’une
droite d et d’un plan p de C3 ; la courbe correspondante dans F est
(5) C(d, p) = {(D,P ),D ⊂ p, P = D + d}.
Cette courbe est lisse si d 6⊂ p ; si au contraire d ⊂ p, c’est-a`-dire (d, p) ∈ F ,
alors les courbes de´ge´ne`rent vers
C(d, p) = {(D, p),D ⊂ p} ∪ {(d, P ), P ⊃ d},
qui est une courbe rationnelle avec un point double (d, p).
Ge´ne´ralisation. Ce comportement du bord de l’espace des twisteurs de l’es-
pace hyperbolique complexe est en re´alite´ commun a` toutes les me´triques
avec le comportement asymptotique (3). En effet, l’espace des twisteurs
d’une varie´te´ conforme X de dimension 3 s’identifie au projectivise´ des di-
rections nulles du cotangent (Ω1X)
C, et la forme de contact holomorphe est
he´rite´e de la forme de Liouville de (Ω1X)
C, voir [LeB84]. Appliquons cette
description dans le cas suivant : si X est une varie´te´ CR strictement pseudo-
convexe, avec repe`re local (η, θ1, θ1¯) de (Ω1X)
C, ou` η est une forme de contact,
θ1 engendre l’espace T 1,0 ⊂ (ker η)⊗C de la structure CR, et dη = iθ1 ∧ θ1¯,
alors l’espace des twisteurs conformes pour la me´trique dx
2+η2
x2
+ γx s’identifie
au-dessus d’un point p ∈ X a` la courbe d’e´quation
(6) xa2 + bc = 0
dans P (Ω1pX)
C, ou` une 1-forme est parame´tre´e par aη+ bθ1+ cθ1¯. Quand x
tend vers 0, la courbe tend vers la courbe singulie`re d’e´quation
(7) bc = 0,
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donc le bord de l’espace des twisteurs peut eˆtre conside´re´ comme constitue´ de
courbes rationnelles singulie`res. Dans la suite, nous construirons un espace
des twisteurs co¨ıncidant au bord avec la re´union de ces courbes singulie`res.
2. Les twisteurs
Partons d’une varie´te´ X3 satisfaisant les hypothe`ses du the´ore`me 1. La
structure CR est de´termine´e par le fibre´ en droites complexes T 1,0 ⊂ TCX des
vecteurs de type (1, 0), tel qu’en posant T 0,1 = T 1,0, on ait T 1,0 ∩ T 0,1 = 0.
La varie´te´ X admet un fibre´ holomorphe tangent de rang 2, T ′ = TCX/T
0,1,
muni de l’ope´rateur ∂¯ de´fini par
∂¯XY = [X,Y ]
pour X ∈ T 0,1 et Y ∈ T ′. Cet ope´rateur agit aussi sur le dual Ω′ = (T 0,1)⊥ ⊂
(TCX)
∗. En particulier, si η est une 1-forme re´elle s’annulant sur T 1,0 ⊕ T 0,1,
alors ∂¯η ∈ Ω0,1 ⊗Ω′ s’identifie a` la forme de Levi dη. Puisque X est stricte-
ment pseudoconvexe, en tout point −idη(ξ, ξ¯) > 0 pour ξ ∈ T 1,0 non nul.
Au moins localement, la varie´te´ X admet une complexification XC, munie
d’une structure re´elle τ . Les distributions T 1,0 et T 0,1 s’y e´tendent comme
sous-fibre´s holomorphes de TXC , et y sont e´change´es par la structure re´elle.
Nous noterons C+x et C
−
x les courbes inte´grales de T
0,1 et T 1,0 passant par
x. Les fibre´s T ′ et Ω′ se prolongent aussi a` XC.
Dans la suite, nous nous restreindrons toujours a` un petit ouvert U de
XC autour d’un point x0 ∈ X, stable par τ . Les constructions, canoniques,
se recollent dans un petit voisinage de X.
L’ope´rateur ∂¯ du fibre´ Ω′ sur X se prolonge sur XC en une de´rivation
holomorphe, ∇, du fibre´ Ω′ le long des courbes C+. Passant au projectivise´
PΩ′, les directions horizontales de ∇ de´finissent un feuilletage de dimension
1 de PΩ′, dont on notera N + l’espace des feuilles, de dimension 3.
Syme´triquement, on dispose d’une de´rivation le long des courbes C− sur
le fibre´ Ω′′ = (T 1,0)⊥ = Ω′. Les directions horizontales du projectivise´ PΩ′′
de´finissent a` nouveau un feuilletage de dimension 1 de PΩ′′, dont on notera
N − l’espace des feuilles. Il est clair que N + et N − sont e´change´s par la
structure re´elle τ . Quitte a` restreindre l’ouvert U , on peut supposer N ±
lisses.
Les multiples de la forme de contact η vivent aussi bien dans Ω′ que dans
Ω′′. On obtient ainsi des applications i± : X
C → N ± en associant a` un
point x la classe [ηx] de la forme ηx dans N
±.
Lemme 3. Les applications i± : X
C → N ± sont des immersions.
De´monstration. Ve´rifions le pour i+. Il est clair que la diffe´rentielle de i+ est
injective dans les directions transverses aux courbes C+. D’un autre coˆte´, le
long des courbes C+, la de´rive´e ∇η d’une forme de contact η s’identifie a` dη,
donc, en tout point, est en dehors de Ω0,1 ⊗ Cη. La section de PΩ′ de´finie
par η n’est ainsi paralle`le en aucun point, donc la diffe´rentielle de i+ le long
de C+ est injective. 
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A` nouveau en restreignant l’ouvert U de XC, on peut supposer que les i±
sont des plongements de U comme ouvert de N ±.
Lemme 4. On peut choisir le petit ouvert U de sorte que l’application U →
N + ×N − de´finie par x→ (i+(x), i−(x)) soit propre.
De´monstration. Pre`s du point x0 ∈ X fixe´, quitte a` choisir U assez petit,
l’espace F+ des courbes C+ et l’espace F− des courbes C− sont lisses, et
l’application φ : U → F+ ×F−, de´finie par
φ(x) = (C+x , C
−
x ),
est une immersion. Quitte a` restreindre encore U , l’image de φ dans F+ ×
F− est une sous-varie´te´. Fixons a` pre´sent un petit ouvert V de F+ ×F−
contenant φ(x0), et posons U = φ
−1(V ). Il est maintenant clair que
φ : U −→ V
est propre.
On dispose de deux projections p± : N
± → F±, et φ(x) = (p+i+(x), p−i−(x)).
Le lemme re´sulte alors imme´diatement de la proprete´ de φ. 
Le lemme nous indique que le recollement de N + et N − en identifiant
les ouverts i+(U) et i−(U),
(8) N = N + ∐U N −,
est une varie´te´. La structure re´elle τ agit sur N en e´changeant N + et N −,
avec points fixes U ∩X.
3. La forme de contact holomorphe
Au-dessus de l’espace total du fibre´ PΩ′ sur X on dispose d’un fibre´ en
droites complexes L = O(1). On peut identifier la fibre de L en un point
α ∈ Ω′x a` l’espace
(9) T ′x/α
⊥.
Le fibre´ L descend en un fibre´, que nous noterons encore L, sur l’espace des
feuilles N+. De meˆme sur PΩ
′′ nous disposons d’un fibre´ O(1) de´fini a` partir
de T ′′ par la meˆme formule (9). Au point (x, [η]) de N+ ou N−, les fibre´s Lx
s’identifient tous deux a` TXC/(T 1,0⊕T 0,1) et se recollent donc pour donner
un fibre´ L sur N .
L’espace total du fibre´ Ω′ ⊂ T ∗
XC
he´rite de la 1-forme de Liouville λ de
T ∗
XC
. Le long d’une courbe C+, son noyau contient par de´finition le vecteur
horizontal XH associe´ a` ∇, et en re´alite´
(10) iXHdλ = 0.
(Cette e´quation pourrait servir de de´finition du vecteur horizontal XH .)
Comme λ s’annule sur les fibres du fibre´ Ω′ → XC, elle descend sur le
projectivise´ PΩ′ comme 1-forme a` valeurs dans L, puis par (10) sur l’espace
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des feuilles N +, toujours a` valeurs dans L. On a donc de´montre´ la premie`re
partie du lemme suivant.
Lemme 5. La distribution kerλ sur PΩ′ descend en une structure de con-
tact holomorphe sur N +. De meˆme on obtient une structure de contact
holomorphe sur N −.
De´monstration. Il reste a` montrer que la distribution est de contact. No-
tons p la projection PΩ′ → XC. Si ξ ∈ PΩ′x, l’espace tangent T[ξ]N + =
TξPΩ
′/CXH peut se repre´senter comme p
−1(T ′) = T ′x ⊕ Tξ(p−1(x)), ou` on
a choisi un rele`vement de T ′ dans TξΩ
′. Dans cette e´criture, la forme dλ est
le crochet de dualite´, elle est non nulle sur T ′x ⊗ Tξ(p−1(x)) ⊂ T ′x ⊗ Ω′x. 
Lemme 6. Le plongement i± : X
C → N ± rame`ne la structure de contact
de N ± sur la structure de contact standard T 1,0 ⊕ T 0,1 de XC.
De´monstration. C’est e´vident a` partir de la formule i±(x) = [ηx]. 
Corollaire 7. Les structures de contact de N + et N − se recollent au-
dessus de XC pour de´finir une forme de contact ηc sur N , a` valeurs dans
le fibre´ en droites L. 
4. Les courbes rationnelles
Pour chaque point x ∈ XC, les images dans N des projectivise´s PΩ′x et
PΩ′′x de´finissent deux courbes rationnelles C
+
x et C
−
x de N , qui se coupent
au point [ηx] et y sont transverses. On de´finit la courbe
Cx = C
+
x ∪ C−x .
Les (Cx)x∈U forment une famille a` trois parame`tres de P
1 avec points dou-
bles ; l’involution re´elle τ transforme Cx en Cτ(x) en e´changeant les parties
positives et ne´gatives. Au-dessus des points re´els, c’est-a`-dire au-dessus de
X, la famille des Cx dessine un espace de twisteurs qui ge´ne´ralise le bord de
celui de l’espace hyperbolique complexe, de´crit par (4), et donne le re´sultat
attendu (7) pour une me´trique avec comportement asymptotique similaire.
Lemme 8. Chaque courbe C±x a fibre´ normal O ⊕ O.
De´monstration. On a le diagramme
PΩ′
π−−−−→ N +
yp
XC
Soit x ∈ XC, le fibre´ normal de C+x = π(PΩ′x) dans N + s’identifie au fibre´
TPΩ′/π
∗T
C
+
x
sur PΩ′x. Or π
∗T
C
+
x
= p∗(T 0,1), d’ou` sur PΩ′x l’e´galite´
TPΩ′/π
∗T
C
+
x
= p∗(T ′) = O ⊕ O.

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Lemme 9. Les de´formations d’une courbe Cx (x ∈ U) forment une famille
(Cy)y∈V parame´tre´e par une varie´te´ V de dimension 4, et contenant U . De`s
que y ∈ V −U , la courbe rationnelle Cy est lisse, de fibre´ normal O(1)⊕O(1).
Pour de´montrer le lemme, nous commenc¸ons par un re´sultat ge´ne´ral, qui
m’a e´te´ explique´ par O. Debarre.
Lemme 10. Soit C une courbe rationnelle avec un point double dans une
varie´te´ complexe N 3, dont chaque composante a fibre´ normal O ⊕O. Alors
l’espace des de´formations de C est une famille lisse de dimension 4, dans
laquelle :
– les courbes a` point double forment une sous-famille lisse de dimension
3 ;
– les courbes lisses ont fibre´ normal O(1) ⊕ O(1) ou O(2) ⊕ O.
Les deux fibre´s normaux possibles indique´s par le lemme se re´alisent ef-
fectivement. Le cas O(1) ⊕ O(1) est celui des twisteurs de l’espace hyper-
bolique complexe de´crit dans la section 1. Le cas O(2) ⊕ O se re´alise dans
l’exemple suivant : la courbe C0 = (P
1 × {y} × {z}) ∪ ({x} × P 1 × {z})
dans N = P 1 × P 1 × P 1 satisfait les hypothe`ses du lemme 10, la famille
des de´formations contient des courbes lisses C incluses dans la surface S =
P 1 × P 1 × {z} ⊂ N , dont le fibre´ normal est NC /S ⊕NS/N = O(2) ⊕ O.
De´monstration du lemme 10. On part d’une courbe singulie`re C = C1 ∪
C2, avec point singulier p. Puisque le fibre´ normal de C1 est trivial, les
de´formations de C1 forment une famille de dimension 2 de courbes feuilletant
un voisinage ouvert W de C1 : en particulier, par un point de W passe
exactement une courbe de la famille. La meˆme chose e´tant valable pour C2,
les de´formations de C conservant un point double sont parame´tre´es par le
point double, libre de bouger dans un voisinage de p. Donc les de´formations
avec point double forment une famille lisse de dimension 3.
Passons aux de´formations ge´ne´rales : on notera f (resp. fi) l’injection de
C (resp. Ci) dans N . On calcule la cohomologie du faisceau f
∗TN sur C :
sur chaque composante Ci, on a
(11) f∗i TN = O ⊕ O ⊕ O(2),
et la suite exacte
0→ f∗1TN (−p)→ f∗TN → f∗2TN → 0
conduit imme´diatement a`
H0(C , f∗TN ) = H
0(C1, f
∗
1TN (−1)) ⊕H0(C2, f∗2TN ) = C7
H1(C , f∗TN ) = 0.
De l’annulation du H1 on de´duit (voir [Kol96] ou [Deb01, proposition 4.24])
que f admet des de´singularisations g : P 1 → N . En outre, la famille des
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morphismes g est lisse, de dimension 7. Divisant par le groupe des parame´tri-
sations de P 1, de dimension 3, il reste une famille de de´formations de C de
dimension 4.
Reste a` trouver le fibre´ normal d’une courbe lisse g : P 1 → N de la
famille. PuisqueH1(C , f∗TN ) = 0, on a par semi-continuite´H
1(P 1, g∗TN ) =
0. Calculons de meˆmeH1(P 1, g∗TN (−1)). Sur la courbe singulie`re C , prenons
un faisceau L de degre´ 0 sur C1 et −1 sur C2, alors la suite exacte
0→ f∗1TN (−p)→ f∗TN ⊗L → f∗2TN (−1)→ 0
conduit, comme ci-dessus, a` l’annulation
H1(C , f∗TN ⊗L ) = 0,
qui implique, par semi-continuite´, H1(P 1, g∗TN (−1)) = 0. Les possibilite´s
pour le fibre´ g∗TN sont alors minces : e´crivons
g∗TN = O(a)⊕ O(b)⊕ O(c), a 6 b 6 c,
les entiers a, b et c satisfont les conditions suivantes :
(1) a+ b+ c = 4 car le degre´ de g∗TN est e´gal au degre´ de f
∗TN sur C ,
donc a` la somme des degre´s de f∗i TN sur chaque composante Ci ; vu
(11), chacun de ces degre´s est e´gal a` 2 ;
(2) a > 0 car H1(P 1, g∗TN (−1)) = 0 ;
(3) g∗TN admet le sous-faisceau TP 1 = O(2), avec quotient localement
libre, ce qui impose c = 2, ou bien b = 2 et c > 2.
Il n’y a que deux solutions a` ces contraintes :
a = 0, b = c = 2, ou bien a = b = 1, c = 2.
Le lemme est de´montre´. 
De´monstration du lemme 9. Le lemme 10 fournit une famille de courbes ra-
tionnelles de´formant la courbe singulie`re Cx, mais il reste a` comprendre le
fibre´ normal. Pour cela, nous allons, en utilisant les dilatations du groupe
de Heisenberg, approcher la structure CR sur X3 par la structure standard
de la sphe`re S3.
Rappelons brie`vement le mode`le du groupe de Heisenberg H. Dans des
coordonne´es (σ, u) ∈ R× C, la forme de contact s’e´crit
(12) η = dσ +ℑ(u¯du),
et la structure CR est de´finie par l’espace T 1,00 engendre´ par le vecteur
∂
∂u +
iu¯
2
∂
∂σ . Toute la structure est invariante sous les dilatations paraboliques
(13) φt(σ, u) = (t
2σ, tu).
Bien entendu, cette structure n’est autre que celle de la sphe`re standard S3,
prive´e d’un point. D’ailleurs les dilatations φt s’e´tendent en des isome´tries
de l’espace hyperbolique complexe : dans le groupe re´soluble R+ ⋉H,
(14) φt(s, σ, u) = (ts, t
2σ, tu);
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la coordonne´e s > 0 peut eˆtre conside´re´e comme une coordonne´e s’annulant
exactement a` l’ordre 1 sur le bord. Nous noterons N0 l’espace des twisteurs
correspondant, de´crit section 1 et aussi plus loin section 5.
Revenons a` pre´sent a` la structure CR sur X. Par le lemme de Darboux,
on peut trouver autour du point x ∈ X des coordonne´es (σ, u) ∈ R × C
autour de l’origine, telles que la forme de contact soit donne´e par la formule
(12), et de plus la structure CR de X, de´termine´e par son espace T 1,0,
co¨ıncide a` l’origine avec celle du groupe de Heisenberg. Alors, les dilatations
paraboliques φt rame`nent, quand t→ 0, la structure CR de X vers celle du
groupe de Heisenberg :
φ∗tT
1,0 −→ T 1,00 .
Nous noterons Nt = φ
∗
tN l’espace des twisteurs pour la structure CR
φ∗tT
1,0, au-dessus d’un petit ouvert fixe´ de X autour de x : via φt, les espace
Nt s’identifient a` des voisinages de plus en plus petits de la courbe singulie`re
Cx dans N , et convergent vers N0 quand t tend vers 0.
Fixons une petite boule, V , dans la famille de courbes rationnelles de´for-
mant la courbe singulie`re Cx de N , et U ⊂ V la sous-famille de dimension
3 des courbes singulie`res (qui s’identifie a` un petit voisinage de x dans XC).
Nous conviendrons que l’origine dans V correspond a` la courbe Cx. Les di-
latations φt agissent sur V en pre´servant U sur lequel elles agissent par les
dilatations paraboliques (13). En fait, on peut parame´trer l’espace V de
courbes rationnelles de Nt de sorte que l’action de φt sur V soit donne´e par
la formule (14) dans des coordonne´es complexes (s, σ, u, u¯) sur V , ou` u et u¯
sont conside´re´es comme coordonne´es complexes inde´pendantes.
Soit v ∈ V − U , la courbe φ∗tCv dans Nt converge quand t → 0 vers une
courbe rationnelle dans N0, donc de fibre´ normal O(1)⊕O(1). On en de´duit
que pour t 6 t0, il en est de meˆme pour toutes les courbes φ
∗
tCv, donc pour
les courbes Cφt(v). Si on prend une famille compacte de vecteurs v, on peut
choisir le meˆme t0 pour tous ces vecteurs.
Si on pouvait appliquer ce re´sultat pour tous les v au bord d’un petit
ouvert B de V , alors tous les P 1 parame´tre´s par φt0(B) auraient fibre´ normal
O(1) ⊕ O(1), et on aurait fini. Malheureusement, la restriction v 6∈ U ne
permet pas ce raisonnement de compacite´. Dans un premier temps, on peut
de´duire l’existence de petits disques holomorphes ∆ passant par l’origine
dans V , transverses a` U , parame´trant des P 1 a` fibre´ normal O(1)⊕ O(1).
Dans un second temps, observons que ce re´sultat vaut pour tous les points
de U ⊂ V . Pre`s de l’origine, on de´crit ainsi un voisinage ouvert de U , et le
lemme est de´montre´. 
En poussant plus loin les arguments de cette de´monstration, il est plau-
sible qu’on puisse montrer, sans utiliser le lemme 10, l’existence des de´for-
mations de la courbe singulie`re Cx, avec le fibre´ normal attendu : l’ide´e
est, dans le processus d’approximation ci-dessus, de de´former les courbes
rationnelles provenant du mode`le de l’espace de Heisenberg (donc a` fibre´
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normal O(1)⊕O(1)) en des courbes de N . J’ai pre´fe´re´ distinguer les argu-
ments valables en ge´ne´ral (lemme 10) des arguments particuliers a` la situa-
tion ge´ome´trique e´tudie´e.
5. Le voisinage d’une courbe singulie`re
Pour re´aliser la transforme´e twistorielle inverse, il sera important de com-
prendre de manie`re pre´cise l’espace des twisteurs N au voisinage d’une
courbe singulie`re.
Comme vu en (12), on peut choisir des coordonne´es (σ, u, v) dans un
voisinage d’un point x ∈ XC, de sorte que la forme de contact ait la forme
standard :
η = dσ +
1
2i
(vdu− udv).
Pour la structure CR standard sur le groupe de Heisenberg, les (1, 0)-formes
sont donne´es par θ1 = du et les (0, 1)-formes par θ1¯ = dv. Par un choix
correct de coordonne´es et de forme de contact [CM74], on peut faire co¨ıncider
une structure CR quelconque avec le mode`le jusqu’a` l’ordre 2 au voisinage
du point x :
(15) θ1 − du = O2(σ, u, v), θ1¯ − dv = O2(σ, u, v),
ou` O2 signifie des termes d’ordre 2 en les variables indique´es. La structure
re´elle s’e´crit explicitement comme
(16) τ(σ, u, v) = (σ¯, v¯, u¯).
Parame´trons la courbe C+y = PΩ
′
y par z+ → η + z+θ1 et la courbe C−y par
z− → η + z−θ1¯. Un voisinage de C+x dans N + est parame´tre´ par les coor-
donne´es (σ+, u+, z+), ou` (σ+, u+) sont les coordonne´es (σ, u) sur {v = 0}, et
de meˆme un voisinage de C−x dans N
− est parame´tre´ par les coordonne´es
(σ−, v−, z−).
Lemme 11. Les injections XC → N ± sont donne´es, dans le cas ou` X est
le groupe de Heisenberg, par
i+(σ, u, v) =
(
σ+ = σ +
i
2
uv, u+ = u, z+ = −iv
)
,
i−(σ, u, v) =
(
σ− = σ − i
2
uv, v− = v, z− = iu
)
.
Dans le cas ge´ne´ral, i+ et i− diffe`rent du mode`le par des termes d’ordre 3
au moins.
De´monstration. Pour l’espace de Heisenberg, on a vu que Ω1,0 est engendre´
par du. Dans les coordonne´es (σ, u, v, z+) sur PΩ
′, la forme de Liouville
s’exprime donc comme
(17) λ = η + z+du.
Puisque dη = idu ∧ dv, on obtient
(18) dλ = (dz+ − idv) ∧ du.
12 OLIVIER BIQUARD
Le vecteur ∂v +
u
2i∂σ , de type (0, 1), se rele`ve donc en le vecteur horizontal
de´fini par (10),
(19) XH = ∂v +
u
2i
∂σ + i∂z+ .
Les courbes inte´grales de T 0,1 dans XC sont les courbes {σ = σ0, u = u0},
ou` σ0 et u0 sont des constantes ; le vecteur XH y e´tant constant, les feuilles
de PΩ′ se de´crivent comme les
F (σ0, u0, z0) =
{(
σ = σ0 +
uv
2i
, u = u0, v, z+ = z0 + iv
)}
.
En particulier, (σ, u, v, 0) et (σ− uv2i , u, 0,−iv) sont dans la meˆme feuille, ce
qui fournit la formule pour i+.
La formule pour i− est similaire. Pour une varie´te´ ge´ne´rale, l’approxima-
tion (15) indique que λ = η + z+θ
1 diffe`re du mode`le (17) a` l’ordre 3, donc
dλ de (18) a` l’ordre 2, ainsi que XH de (19). Cela donne une approximation
d’ordre 3 sur l’injection i+, obtenue en inte´grant XH . 
Les sections de L sur Cy s’identifient aux a + bz+ + cz−. La forme de
contact tautologique s’exprime alors e´videmment dans un voisinage de Cx
comme
ηc = dσ+ + z+
(
du+ +O2(σ+, u+)
)
,
= dσ− + z−
(
dv− +O2(σ−, v−)
)
.
En particulier, le long de C+, la diffe´rentielle dη
c, bien de´finie seulement sur
ker ηc, est fournie par les formules
dηc|
C
+
x
= dz+ ∧ du+, dηc|C−x = dz− ∧ dv−.
Bien entendu, au point double les deux composantes fournissent le meˆme
re´sultat idu ∧ dv.
Comme on a vu, il n’y a pas d’obstruction aux de´formations de la courbe
rationnelle Cx, donc l’espace tangent a` l’espace des de´formations est parame´tre´
par les sections sur Cx du faisceau normal (ICx/I
2
Cx
)∗, voir [Kol96, I.2,
the´ore`me 2.8]. En termes concrets, pour le mode`le de l’espace de Heisenberg,
la courbe Cx a pour e´quation locale uv = 0 en coordonne´es (σ, u, v), et les
sections locales de ICx/I
2
Cx
sont dσ et udv+vdu ; cela signifie qu’une section
locale du faisceau normalNCx est de´crite par un couple (a∂u+b∂σ , a
′∂v+b
′∂σ)
de sections locales sur C+x et C
−
x , avec b et b
′ holomorphes, a et a′ me´ro-
morphes avec poˆle simple en x, satisfaisant les relations Resx a = Resx a
′ et
b = b′ au point double x. Cette description reste valable dans le cas ge´ne´ral
par le lemme 11, et, passant aux syste`mes de coordonne´es (σ+, u+, z+) et
(σ−, v−, z−), une section globale de NCx est de´crite par un couple
(20) s = (s+ = a∂u+ + b∂σ+ , s− = a
′∂v− + b
′∂σ−)
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sur chaque composante, avec a et a′ me´romorphes sur C+x et C
−
x avec poˆle
simple au point double x, et b et b′ holomorphes (donc constants) ; et satis-
faisant la compatibilite´ au point double :
(21) Resx a = −Resx a′, b′ − b = Resx a.
Les sections holomorphes repre´sentent les de´formations avec point double,
tandis que les sections me´romorphes repre´sentent les lissifications. Dans la
suite, nous utiliserons la base privile´gie´e de sections suivantes :
s0 =
1
i
( 1
z+
∂u+ −
1
2
∂σ+ ,−
1
z−
∂v− +
1
2
∂σ−
)
,
s1 =
1
2
(∂σ+ , ∂σ−),
s2 = (∂u+ , 0),
s3 = (0, ∂v−).
(22)
On notera (s0, s1, s2, s3) la base duale. On peut remarquer que la section s2,
tangente a`XC, engendre T 1,0, tandis que s3 engendre T
0,1. En fait, puisqu’on
re´cupe`re XC comme l’espace des points doubles des courbes singulie`res, les
vecteurs tangents a` XC en x, correspondant respectivement aux sections s1,
s2 et s3, sont en coordonne´es (σ, u, v) les vecteurs
∂σ
2 , ∂u et ∂v. De (15)
re´sulte l’e´galite´
(23) s1 = 2η, s2 = θ1, s3 = θ1¯.
Enfin, il est facile de voir que la section s0 est re´elle (c’est une raison du
facteur i dans son expression).
6. La transforme´e twistorielle inverse
Partons d’une varie´te´ CR strictement pseudoconvexe X3. On a construit
un espace de twisteurs N , avec une famille de courbes rationnelles, a` fibre´
normal O(1) ⊕ O(1), parame´tre´e par une varie´te´ M de dimension 4, dans
laquelle XC se plonge comme le diviseur des courbes a` points doubles.
L’espace N est e´quipe´ d’une forme de contact holomorphe ηc, a` valeurs
dans le fibre´ L. Au-dessus d’une courbe singulie`re Cx, le fibre´ L a degre´ 1
sur chaque composante C±x , donc est au total de degre´ 2 sur chaque courbe
rationnelle.
Dans ces conditions, la transforme´e twistorielle inverse indique que M
est munie d’une me´trique autoduale d’Einstein g, dont N est l’espace des
twisteurs. Nous emploierons la description suivante de la me´trique.
Conside´rons le fibre´ en droites sur M de´fini par
(24) Lm = H
0(Cm,Ω
1
Cm
⊗ L).
SurX ⊂M , la formule continue a` avoir un sens, car sur chaque composante,
L se restreint en un faisceau de degre´ 1, et Ω1
Cm
en un faisceau de degre´ −1.
La forme de contact ηc, restreinte a` une courbe rationnelle Cx, de´finit un
e´le´ment Θx ∈ Lx, donc une section Θ de L . Les courbes a` points doubles
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sont legendriennes pour ηc, donc la section Θ est nulle sur X, transverse a`
X comme on le verra dans le lemme 13.
De´finissons le fibre´ de rang 3 sur M par Wm = H
0(Cm, L), c’est le fibre´
Ω2−M des 2-formes antiautoduales sur M . Or l’espace H
0(P 1, L), ou` L =
O(2), est muni d’une me´trique canonique Υ, de´finie par
(25) Υ(u, v) = ud2v + vd2u− dudv ∈ H0(P 1, (Ω1P 1)2 ⊗ L2) ≃ C.
En formule, si on a une coordonne´e z sur P 1, et les sections u et v sont
donne´es par u = a+ bz + cz2 et v = a′ + b′z + c′z2, alors
(26) Υ(u, v) =
(
2(ac′ + a′c)− bb′)dz2.
Cela signifie que le fibre´ W est muni d’une me´trique Υ a` valeurs dans L 2,
donc
Θ−2Υ
est une me´trique sur W , a` savoir (a` une constante pre`s) le produit exte´rieur
sur Ω2−M (de´fini ne´gatif sur les sections re´elles).
On re´alise Wm comme espace de 2-formes sur H
0(Cm, Nm) de la manie`re
suivante : si m 6∈ X, la courbe Cm est transverse a` la distribution de contact
ηc, donc le fibre´ normal Nm de Cm s’identifie a` ker η
c, et dηc est bien de´fini
sur Nm. On dispose alors d’une 2-forme ω sur M − X, a` valeurs dans W ,
de´finie par
ω : Λ2H0(Cm, Nm)
dηc−→Wm.
Choisissant une base orthonormale locale (w1, w2, w3) de W , nous obtenons
trois 2-formes
(27) ωi = 2Θ
−2Υ(ω,wi)
locales surM qui forment une base orthonormale de Ω2−M . La connaissance
d’une telle base suffit a` caracte´riser la me´trique g de M . (Le facteur 2 dans
la formule est pre´sent pour normaliser la me´trique de manie`re agre´able dans
la suite.)
Remarque 12. Nous n’utilisons pas la description, plus habituelle, de la
me´trique comme g = ωHωE , avec Hm = H
0(Cm, L
1/2), Em = H
0(Cm, Nm⊗
L−1/2), et ωH et ωE sont des formes symplectiques de´finies sur H par le
wronskien et sur E par dηc. En effet, la de´finition de L1/2 sur les courbes
singulie`res est proble´matique, car L est de degre´ 1 sur chaque composante.
On notera que la me´trique (25) sur W est le carre´ du wronskien.
Les sections du faisceau Ω1
Cx
s’identifient aux couples (α+, α−) de 1-formes
sur C+x et C
−
x , me´romorphes avec poˆle simple au point double x, satisfaisant
Resx α+ +Resx α− = 0.
(Cette relation provient de l’e´quation locale z+z− = 0 pour Cx.) Dans la
suite, il sera commode de choisir la section particulie`re de Ω1
Cx
⊗ L sur Cx,
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donne´e par le couple
(dz+
iz+
⊗ 1,−dz−
iz−
⊗ 1)
de sections sur C+x et sur C
−
x , pour trivialiser L au point x ; nous e´tendons
cette trivialisation en une trivialisation
ℓ : L → C
dans un voisinage de x. En particulier, ℓΘ devient une e´quation locale de X
dans M , comme le montre le lemme suivant qui calcule de plus la me´trique
Υ sur X.
Lemme 13. La section Θ est transverse sur X, donc pour m 6∈ X, la courbe
Cm est transverse a` la distribution de contact ker η
c.
La me´trique Υ sur W , a` valeurs dans L 2, satisfait
ℓ2Υ(a+ bz+ + cz−, a
′ + b′z+ + c
′z−) = −aa′ − 2ℓΘ(bc′ + b′c) +O(Θ2).
De´monstration. Prenons des coordonne´es (z+, z−) sur C
2, et de´finissons la
famille Cǫ de courbes de degre´ 2 de P
2 par l’e´quation
z+z− = ǫ.
Pour ǫ = 0 on a une courbe singulie`re C0 et un morphisme e´vident (en coor-
donne´es) f0 : C0 → Cx ⊂ N . Celui-ci s’e´tend en une famille de morphismes
fǫ : Cǫ → N induisant une application φ du disque ∆ dans M telle que
φ(0) = x. De plus, on peut s’assurer que dφdǫ (0) est exactement la direction
dans TxM donne´e par la section normale σ0 de´finie en (22). Alors, sur C
+
x ,
dℓΘ
dǫ
∣∣∣∣
ǫ=0
= iσ0dη
c(iz+∂z+) = dη
c(σ0, iz+∂z+) = −1,
et on trouve, comme il se doit, le meˆme re´sultat sur C−x :
dℓΘ
dǫ
∣∣∣∣
ǫ=0
= iσ0dη
c(−iz−∂z−) = dηc(σ0,−iz−∂z−) = −1,
d’ou`
(28) ℓΘ = −ǫ+O(ǫ2).
Cela assure bien la transversalite´ de Θ sur X.
La section a+ bz++ cz− de L induit une section a+ bz++ cz− de OP 2(1),
et donc sur chaque Cǫ une section a+ bz+ +
cǫ
z+
de O(2) (convergeant vers
a+ bz+ sur C
+
x quand ǫ→ 0). En appliquant la formule (26), on de´duit
ℓ2Υ(a+ bz+ + cz−, a
′ + b′z+ + c
′z−) = −aa′ + 2ǫ(bc′ + b′c) +O(ǫ2),
et le lemme de´coule de (28). 
Comme Cx est legendrienne pour η
c, la forme dηc n’est pas intrinse`que
sur le fibre´ normal de Cx, mais, pour s, t ∈ H0(Cx, Nx) est bien de´fini
Θdηc(s, t) = ηc ∧ dηc(s, t) ∈ H0(Cx,Ω1Cx ⊗ L2) = Lx ⊗Wx.
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En calculant cette expression sur la base (22), on obtient :
2ℓΘdηc = s0 ∧ s1 + z+(s0 − is1) ∧ s2 + z−(s0 + is1) ∧ s3.
Par le lemme 13, une base orthonormale (ne´gative) deWx pour la me´trique
Θ−2Υ pre`s de x, a` l’ordre 1 pre`s transversalement a` X, est donne´e par
w1 = ℓΘ,
w2 =
z+ + z−
2
√
ℓΘ,
w3 =
z+ − z−
2i
√
ℓΘ.
Ici il est important de noter que, puisque la structure re´elle agit par τ(η +
z+θ
1) = η + z¯+θ
1¯, elle envoie z+ sur z¯−, si bien que la base ci-dessus est
re´elle. On en de´duit, par la formule (27), la base de 2-formes antiautoduales,
toujours a` l’ordre 1 pre`s,
ω1 = (ℓΘ)
−2s0 ∧ s1,
ω2 = (ℓΘ)
−3/2
(− (s0 + is1) ∧ s3 − (s0 − is1) ∧ s2),
ω3 = (ℓΘ)
−3/2i
(
(s0 + is1) ∧ s3 − (s0 − is1) ∧ s2),
puis, en posant α2 = s2 + s3 et α3 = i(s3 − s2), toujours a` O(Θ) pre`s,
ω1 = (ℓΘ)
−2s0 ∧ s1,
ω2 = (ℓΘ)
−3/2(−s0 ∧ α2 − s1 ∧ α3),
ω3 = (ℓΘ)
−3/2(s0 ∧ α3 − s1 ∧ α2).
Cela correspond aux termes principaux des 2-formes antiautoduales pour la
me´trique
(s0)2 + (s1)2
(ℓΘ)2
+
(α2)2 + (α3)2
ℓΘ
.
En revenant a` (23), on a (α2)2 + (α3)2 = 4θ1θ1¯ = 2γ, d’ou`
g ∼ d(ℓΘ)
2 + 4η2
(ℓΘ)2
+
2γ
ℓΘ
.
Ainsi, la me´trique g a pre`s de XC le comportement (3), ce qui ache`ve la
de´monstration du the´ore`me 1 : suivant qu’on regarde sur la partie re´elleMR
le coˆte´ ℓΘ > 0 ou ℓΘ < 0, on obtient une me´trique positive ou de signature
(2, 2).
Nous serons plus rapides sur la partie unicite´ du the´ore`me 1. On a vu en
(6) que le bord de l’espace des twisteurs d’une me´trique autoduale d’Ein-
stein avec comportement asymptotique (3) doit eˆtre l’espace N |X construit
section 2, avec sa structure de contact holomorphe. Le germe de l’espace des
twisteurs est uniquement de´termine´ par cette hypersurface re´elle.
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